Sonnenstand
Martin Reiche 18 Mai 2014
Einführung
Als Sonnenstand oder Sonnenposition bezeichnen wir die Himmelsrichtung (Azimut) und Höhe (Elevation) der Sonne über dem Horizont. Der Sonnenstand ist eine Funktion der Tageszeit, Jahreszeit, sowie der geografischen Breite des Beobachters. Das Programm strebt nicht eine exakte Berechnung auf Bruchteilen von Grad an, sondern zeigt, dass man auch an einem vereinfachten Modell die wesentlichen Gesetzmäßigkeiten des Sonnenstandes studieren kann.
Funktion des Programms
Das Programm stellt den Verlauf der Sonnenposition d.h. Azimut und Elevation über einen Tag als Kurve dar. Die Parameter Jahreszeit und geografische Breite lassen sich über Schieberegler auswählen.
Vereinfachtes Modell
Die Erde umkreist die Sonne in 365 Tagen in einer gleichförmigen Bewegung. Die Erdachse ist um etwa 23,4 Grad gegen die Normale der Umlaufebene geneigt (ε = 23,4°).
Die Berücksichtigung der elliptischen Bahnstruktur und der daraus resultierenden Schwankungen der Umlaufgeschwindigkeiten sowie weiterer Effekte (siehe u.a. http://de.wikipedia.org/wiki/Ekliptik) erscheinen nicht lohnend.
Auch der Einfluss der Atmosphäre (Refraktion) auf die Tageslänge bleibt unberücksichtigt. (Siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Sonnenstand)
Der Beobachter wird auf einer Tangentialebene der Erde gedacht, deren Normalenvektor zum Zenit zeigt. Weil die Entfernung Sonne-Erde sehr viel größer als deren Radien ist, reicht es, nur die  „Sonnenrichtung“ zu berücksichtigen. Darum können wir uns besagte Tangentialfläche gleichwertig auch im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems denken.
Anstatt die Erde um die Sonne kreisen zu lassen, nehmen wir an, dass der Mittelpunkt der rotierenden Erde im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems ruht und die Sonne einmal im Jahr in der x-y-Ebene einen Kreis beschreibt. Dies ist eine Vereinfachung ohne Verlust der Gültigkeit oder Präzision.
Wir erhalten folgendes Bild:
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Legende:
· Außerhalb von Formeln werden Vektoren durch unterstrichene Kleinbuchstaben gekennzeichnet[footnoteRef:1]. [1:  Kleine Pfeile über dem Buchstaben beherrscht Word nur in Formeln] 

· Das blaue Viereck stellt einen Ausschnitt aus der Tangentialfläche dar.
· Der Normalenvektor n zeigt zum Zenit des Beobachtungspunktes.
· Der Sonnenvektor s zeigt die Richtung zur Sonne.
Anstatt den Schnittwinkel zwischen Ebene und Sonnenvektor zu bestimmen, reicht es, den Winkel zwischen der Ebenen-Normalen und dem Sonnenvektor zu berechnen (Zenitwinkel) und daraus die Elevation (= 90° - Zenitwinkel). (Siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Skalarprodukt)
Rechnung
Da wir letztlich nur an Richtungen interessiert sind, brauchen wir Vektoren nie normieren.
(A) Die Erdachse g ist ein konstanter Vektor:     (g wie geos). Er wird aber nicht zur Rechnung benötigt!
(B) Am 21. März ist Frühlings-Tag-und-Nachtgleiche. Die Sonne steht dann genau gegen die y-Richtung:  
(C) Sei m die laufende Tagesnummer des 21. März im Jahr (m = 31 + 28 + 21 = 80). Die Sonne schließt dann den Winkel σ = -π/2 + (n – m) / 365 * 2 π mit der x-Achse ein, wobei n = 1..365 den laufenden Tag im Jahr bezeichnet. Der Sonnenvektor dreht sich also gemäß der Formel:

(C) Für die geografische Breite b berechnet man zunächst den Normalen- und Nordvektor in der x-z-Ebene:
ε
ε
β
b
Ns
z
x
Erdachse g
n
Äquator

Für die geografische Breite b (–90° … +90°) ergibt sich der Normalenvektor
 mit β = b π / 180 – ε
Der Nordvektor a liegt um 90° zurück:  
Der Ostvektor ist konstant 
(D) Nun wird die Erde (vertreten durch n, N, O) einmal um sich selbst gedreht und mit jedem Zeitschritt α =  i*dt Elevation und Azimut berechnet. Dabei laufe i von 0 bis iMax – 1, mit iMax * dt = 2π. Die Berechnung ist wie folgt:
(D1)  drehe n, N und O mit den Winkel α um g. Diese Rotation erfolgt in drei Schritten:
1. Drehe n, N und O so um die y-Achse, dass g mit der z-Achse zusammenfällt, also um –ε.
2. Jetzt drehe diese drei Vektoren mit den Winkel α um die z-Achse.
3. Schließlich drehe alle drei wieder um die y-Achse zurück d.h. um +ε.
Mit den so rotierten Vektoren  - sie sollen der Einfachheit halber immer noch n, N und O heißen – können wir nun rechnen.
(D2) Die Elevation: Sie ist schlicht der Winkel, den n mit s einschließt – subtrahiert von 90°.

Zur Berechnung des Azimut:
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Das Azimut α entspricht dem Winkel zwischen der Projektion p des Sonnenvektors s auf die Tangentialfläche und dem Vektor N der Nordrichtung. Es gelten folgende Werte von α für die Haupt-Himmelsrichtungen: N  0°, W  90°, S  180°, O 270°.
Mit dem Normalenvektor n lässt sich s als Vektorsumme schreiben
s = λ·n + p 	bzw. 	p = s - λ·n
mit λ als skalarem Faktor.  Multipliziert man beide Seiten mit n, so wird die linke Seite Null, da p ja in der Ebene und damit senkrecht auf dem Normalenvektor steht.
Man erhält: 	0 = s·n  - λ·n2  	bzw.	λ = s·n / n2
Mit diesem Wert für λ lässt sich p nach obiger Formel berechnen. Mit p und N schließlich ergibt sich der Azimut α.

Weil mit dem Arkuscosinus die Westrichtung nicht von der Ostrichtung unterschieden werden kann, muss man noch den Kosinus von p und der y-Achse betrachten: Ist er negativ, müssen der Arkuscosinus von 360° subtrahiert werden.
 (E) Bestimmung der Tageszeit: Mitternacht (0 Uhr Ortszeit) ist bei der Rotation um α  dann erreicht, wenn der Winkel zwischen s und h maximal ist. Alle anderen Uhrzeiten lassen sich dann daraus ableiten.
Breitengrade ausgewählter Orte

	Nordkap
	71° 10‘

	Oslo
	59° 55‘

	Tübingen
	48° 31‘

	Rom
	41° 53‘

	Kairo
	30° 3‘

	Dakar
	14° 40‘

	Quito
	0° 13‘

	Darwin
	-12° 27‘

	Rio de Janeiro
	-22° 54‘

	Kapstadt
	-33° 55‘

	Christchurch
	-43° 32‘

	Kap Hoorn
	-55° 59‘

	Antarktis
	-65° 0‘



Validierung der Rechenergebnisse
Leicht zu bestimmende Eckwerte
Richtung des Sonnenlaufs
Auf der Nordhalbkugel (oberhalb des nördlichen Wendekreises) wandert die Sonne im Tagesverlauf von Ost über Süden nach Westen, auf der Südhalbkugel von Ost über Norden nach Westen.
Tag- und Nachtgleiche
Am 20. März und 23. September klebt die Sonne am Nordpol und Südpol den ganzen Tag direkt am Horizont, am Äquator steigt sie senkrecht auf und ab, von Ost nach West.
Auf allen Breiten ist die Sonne 12 Stunden über dem Horizont.
Sonnenbahn an den Polen
An den Polen hat die Sonne den ganzen Tag über dieselbe Höhe.
Sommersonnenwende
Am 21. Juni läuft die Sonne am Nordpol den ganzen Tag auf konstanter Höhe von ε = 23,4°. Am Südpol ist die entsprechend denselben Betrag unter dem Horizont.
Am 21. Dezember tauschen diesbezüglich Nord- und Südpol ihre Rollen.
Am nördlichen Polarkreis (φ = 90 – ε = 66,6°) geht die Sonne am 21. Juni gerade nicht unter.
Am südlichen Polarkreis (φ = -90 + ε = -66,6°) geht die Sonne am 21. Dezember gerade nicht unter.
Extremwerte der Sonnenhöhe 
Die maximale/minimale Sonnenhöhe  eines Ortes auf der geografische Breite φ beträgt 113,4° -|φ| bzw. 66,6° - |φ|. Für ausgewählte Breiten erwartet man:
	Breite
	Maximale Sonnenhöhe
	Minimale
Sonnenhöhe

	90°
	23,4
	-23,4

	45°
	68,4
	21,6

	23.5°
	90°
	43

	-30°
	83,4
	36,6

	-90°
	23,4
	-23,4



Externe Referenzen
Aus dem Sonnenstandsdiagramm in http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:SonnStand49Nord.svg&filetimestamp=20110331203924 kann man folgende Werte ablesen:
 
	
	22. Juli
	20. März
	20. Jan

	Uhrzeit
	Azimut
	Höhe
	Azimut
	Höhe
	Azimut
	Höhe

	5
	66
	6
	-
	-
	-
	-

	8
	99
	35
	114
	19
	126
	3

	10
	130
	52
	143
	35
	151
	16

	12
	0
	62
	0
	41
	0
	21



Die Programmversion vom 18. Mai 2014 stimmt auf plus/minus 1 Grad Abweichung mit diesen Werten überein.
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